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Algorithme de mise sous forme clausale

@ algorithme utilisant la méthode des attributs

@ les formules de Prop(P) définies a partir de la grammaire algébrique suivante :
(N, T, =, Y)

o N={Y, X},

O T=PU{F, V, -, =, A, V, ()}

oY —-X
X—=V|[Fla|"X|X=X|XAX|XVX]|(X)
oilaeP

@ les autres connecteurs logiques s'expriment en utilisant — et VvV



Description de I'algorithme

@ Spécification :

@ Données : a une formule de Prop(P)

@ Résultat : C(a) un ensemble de clauses dont la conjonction est équivalente a «
@ mise sous forme d'un arbre abstrait de la formule o
@ attributs considérés :

9 v attribut qui compte le nombre de négations qui porte sur chaque noeud de I'arbre
abstrait de la formule. Comme deux négations "s'annulent” (i.e. =—p < p ) il suffit
de compter le nombre de négations "modulo” 2. Cet attribut est hérité, c'est-a-dire
qu’on propage sa valeur dans I'arbre abstrait en " descendant” dans I'arbre.

@ C attribut qui calcule I'ensemble de clauses associées a chaque nceud de I'arbre. Cet
attribut est synthétisé, c'est-a-dire qu'on propage sa valeur en remontant dans |'arbre

en partant des feuilles jusqu'a la racine.



Définition des attributs

@ Définition de I'attribut v

Regle Y —- X X1 — = Xp X1 — XoV X3
Calculdev | v(X)=0 v(Xo) =1—v(X) | v(X2)=v(X1)
v(X3) = v(X)
Régle Xi = XoANXs | Xi = Xo = X3 X1 — (X2)
Calculde v | v(X2) =v(X1) | v(X2) =1—v(X1) | v(X2) = v(X)
v(X3) = v(X1) | v(X3) = v(X1)

@ les regles de la forme X — X op X sont écrites sous la forme X; — X, op X3, on peut ainsi
définir comment se propage I'attribut v sur les différentes branches de I'arbre



Définition de I'attribut C (calcul de I'ensemble de clauses)

@ Définition de I'attribut C

Regle Y - X X1 — Xo A X3 X1 — Xo op X3
op =V ou =

Calculde C | C(Y) = C(X) C(X1) =siv(Xi)=0 C(X1) =siv(X)=0
alors C(X2) U C(X3) alors C(X2) ® C(X3)
sinon C(Xz) ® C(X3) sinon C(Xz) U C(X3)

Regle X1 — = X> X -V X —F

X1 — (X2)

Calculde C | C(X1)=C(X2) | C(X) =siv(X)=0 CX)=siv(X)=0
alors () sinon {0} alors {0} sinon 0

Regle X —a

Calcul de C | C(X) = si v(X) = 0 alors {a} sinon {—a}

@ La construction de I'ensemble des clauses se fait en utilisant la relation de subsomption, on

élimine les clauses qui sont subsumées par une autre clause de I'ensemble.

@ Mettre sous forme clausale la formule suivante :

@ ar=(an(bVc)) e ((anb)V(anc))
v a=(pE=r=(qe=r)=((pVvae =r)




Proposition

Soit o une formule de Prop(P), o est une tautologie si et seulement I'ensemble C(«) obtenue par
I'algorithme de mise sous forme clausale est égal a ()

Exemple : montrer que la formule suivante est une tautologie.



Régle de résolution, méthode de résolution

@ Objectif : montrer que A =«
@ Ce qui est équivalent & montrer que A U {—a} est contradictoire
@ En considérant les formes clausales si A = {81, ..., 3n}, on veut montrer que I'ensemble
n
de clauses (U C(Bi)) U C(—) est contraditoire
i=1
@ Utiliser un systeme formel utilisant des clauses : regle de résolution



Systeéme formel basé sur les clauses

Definition

Soit P un ensemble de variables propositionnelles et C(P) I'ensemble des clauses construites sur P.
Le systéme formel (C(P), 0, R)

S _ aVavVao, gVaaVa . .
ot R = { SVaVave (resolution) }

est un systéme basé sur la régle de résolution (c1, ¢, 3, ¢4 sont des clauses a est une variable
propositionnelle).

Proposition

La regle de résolution est valide.

Démonstration: il faut montrer que {1 VaV o, aV-aValkEaVaVaVa
Soit § telle que [c1 VaV e](d) =1et [cz3V-aVa](d)=1
onafaVe](d)=1loud(a)=1
@ sifaVe]d)=1lalos[aVeaVaVagl(d)=1
@ si §(a) =1 alors [-a](6) = 0 comme [z V —aV a](d) =1
onafaVal(d)=1letdonc[aaVaVaVal(d)=1



Systeme formel basé sur la résolution valide et complet

Théoreme de Robinson

Soit C un ensemble de clauses, C est contradictoire si et seulement s'il existe une démonstration
de [J avec hypotheéses dans C. On a donc les équivalences suivantes :

AlEa
ssi
A U {—a} est contradictoire
ssi
C(A) U C(—«) est contradictoire
ssi

C(A) U C(—a) FResolution U

Démonstration

| A\

Ce théoreme établit la validité et la complétude du systeme formel basé sur la résolution. La
complétude exprime que si un ensemble de clauses est contradictoire il est possible de trouver une
démonstration menant a la clause vide [J. (voir démonstration livre PM)

\




Exemple de “probleme” logique

On a le fait suivant :

si I'assemblée nationale refuse de voter la loi alors la gréve ne s’arrétera pas a moins qu'elle ne dure
depuis plus d'un an et que le président de la firme démissionne.

Peut-on déduire que la gréve n’arrétera pas si I'assemblée nationale refuse de voter la loi et si la
gréve vient juste de commencer ? Déterminons les variables propositionnelles suivantes p, g, r et s
suivantes :

@ p : I'assemblée refuse de voter la loi
q : la greve est finie

]
@ r: le président de la firme démissionne
o

0

: la gréve dure depuis plus d'un an



Exemple de “probleme” logique

On exprime le fait par p = (=g V (s A r))
peut-on déduire que (p A —s) = —g,

c'est-a-dire que {p = (g V (s A r)) = (p A —s) = g

c'est-a-dire {p = (—q V (s A r)), =((p A —s) — —q)} est contradictoire

@ mise sous forme clausale des deux formules (en utilisant I'algorithme de mise sous forme
clausale)
Clp—(=qV(sAr))={-pV—qgVr, =pV-qVs}
C(=((p A =s) = =q)) ={p, =5, q}
@ On montre en utilisant la regle de résolution que I'ensemble de clauses
{-pV—-qVr, -pV-qVs, p, 0s, q} est contradictoire.

@ Ona
—pV-qVs, p
——gvs 2 (res)
-qVs, g
A (res)
s, —s

T(res)



Logique du premier ordre (1)



Logique des propositions et logique du premier ordre

@ logique des propositions : notions entrevues (sémantique, systémes formels, mise sous forme
clausale), pouvoir d’expression limité

@ logique du premier ordre:

@ possibilité d'utiliser d’exprimer des propriétés sur des domaines infinis

9 possibilités de formaliser une grande partie des mathématiques en logique du premier
ordre (avec égalité) (structure algébrique : groupe, anneaux, corps, théorie des
ensembles)

@ logique du premier ordre, logique universelle (point de passage obligé pour étudier
d’autres logiques)

@ logique du premier ordre : notions générales (sémantique, systémes formels, mise sous

forme clausale,...)
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Langage du premier ordre

Termes (principe d’induction)

Substitution, filtrage, unification

Atomes, formules (Principe d'induction pour les formules)
Variables libres, variables liées, formules polies

Application d'une substitution a une formule (pb de capture)
Cléture universelle, cléture existentielle d'une formule

Vers la sémantique et |'interprétation des formules



Langage du premier ordre

Definition (Langage du premier ordre)

Un langage £ du premier ordre est la donnée des ensembles de symboles suivants:

]
]

un ensemble X de symboles de variables X = {x, y, z, ...}

une suite d’ensemble deux a deux disjoints de symboles de fonctions F = (F,),en, chaque
élément de IF,, est un symbole de fonction d'arité n. Les éléments de F sont notés

f, g, ©,.... Les symboles de fonctions d'arité 0 sont appelés des symboles de constantes,
on les note {a, b, c,...}

une suite d’ensemble deux a deux disjoints de symboles de relations R = (Rp)nen,

chaque élément de R, est un symbole de relation d'arité n. Les éléments de R sont notés
Py g, ...

le symbole d'égalité = qui est un symbole de relation que I'on distingue des autres symboles
de R

I'ensemble des connecteurs logiques utilisés dans la logique des propositions :

{=, V, A, .V, F, &,...}

deux connecteurs V (" pour tout”) et 3 ("il existe”)

des symboles de ponctuation ( et ) et ,




Termes

Definition (Termes)

Soient X un ensemble de symboles de variables et F un ensemble de symboles de fonctions
I'ensemble des termes construits sur X et F est défini inductivement de la facon suivante:

@ les variables et les constantes sont des termes

@ sity,...,t, sont des termes alors f(t1,...,t,) est un terme.

On note T(F, X) I'’ensemble de termes construits sur F et X.
Les termes peuvent étre représentés par des arbres étiquetés.

Remarques et notations

@ les termes peuvent se construire par la grammaire algébrique suivante:

T=XIS |f(T,...,T)

@ un terme est dit clos s'il est sans variable

@ si t est un terme V/(t) est I'ensemble des variables ayant des occurrences dans t




Exemples

Exemples

Soient X = {x, y, z,...} un ensemble de variables et
F ={f, g, s, a, b, c } un ensemble de symboles fonctionnels,
tels que arité(f) = 2, arité(g) = 2, arité(s) = 1, arité(a) = 0, arité(b) = 0, arité(c) =0
@ a, x, c sont des termes, (a et ¢ sont des termes clos)
@ s(y), s(c), f(a, x), g(a, c), f(y, y), g(x, z), f(a, a) sont des termes
@ s(f(a, x)) est un terme
@ t=f(g(a, x), f(s(z), f(x, b))) est un terme, V(t) = {x, z}




Termes(2)

Principe d'induction structurel sur les termes

Proposition

Soit une propriété P(t) dépendant d'un terme t, pour montrer que P(t) est vraie pour tout terme
t, il suffit de montrer les deux assertions suivantes :

@ cas de base

@ pour toute constante ¢, P(c) est vrai
@ pour toute variable x, P(x) est vrai

@ cas général
pour tout terme ti,...,t, et tout symbole f,
P(t1) et ... et P(t,) implique P(f(t1,...,ts))




Taille d’un terme

Definition (Taille d’'un terme)

La taille d'un terme est le nombre d’occurrences de symboles apparaissant dans ce terme.
Formellement :

taille(x) = 1 si x est une variable
taille(c) = 1 si c est une constante

n
taille(f(t1, .. ., ta)) =1+ Y taille(t;)
i=1

u=g(f(s(a), s(x)), f(s(z), f(x, b))) est un terme, taille(u) = 12




Substitution

Soient un ensemble de variables X et un ensemble de symboles fonctionnels F

Definition (Substitution)

Une substitution est une application o de X vers T(F, X)

o: X — T(F,X)

Le domaine de o est dom(c) = {x; x € X et o(x) # x}.

Une substitution de domaine fini est notée {x; — t1, ..., Xp — tn}
v

@ o1 = {x f(z, b), z— s(f(y, s(x)))},
on a donc o1(x) = f(z, b) et 01(2) = s(f(y, s(x)))
dom(o1) = {x, z}
o1(y) = y car y & dom(o1)
@ 0, = () est la substitution vide (c'est-a-dire la fonction identique telle que pour toute
variable x de X, o2(x) = x)

@ on considere en général des substitutions dont les domaines sont finis




Applications des substitutions (extension aux termes)

On étend |'application des substitutions aux termes de la fagon suivante, si o est une substitution :

@ o(x) est défini si x est une variable
@ o(c) = c si c est une constante

@ o(f(ts,...,tn)) = f(o(t1),...,0(tn)) (on dit que o est un homomorphisme)

Exemple

Soient la substitution o définie par o = {x — g(y, s(a)), z — g(f(a, b),x)), v+ s(z)} etle
terme t = f(g(x, y), f(s(z), f(b, s(x))))

o(t) =

a(f(g(x, y); f(s(2), f(b, s(x))))) = f(a(g(x, y)), a(f(s(z), f(b, s(x))))) =
F(&(o(x), o(y). F(o(s(2)). a(F(b, s(x))))) =

f(g(a(x), a(x)), f(s(o(2)); f(a(b), o(s(x))))) =

f(g(o(x), a(x)), f(s(o(2)), f(a(b), s(o(x))))) =

f(e(g(y, s(a)), v), f(s(g(f(a, b), x)), f(b, s(gly, s(a))))))




Definition (Filtrage)

Soient t et t’ deux termes, on dit que t filtre t’ si et seulement s'il existe une substitution o telle
’
que o(t) = t'.

@ t=bt =a
@ il n'existe pas de filtre de t vers t’,

@ il n'existe pas de filtre de t’ vers t
@ t=xt = y
@ {x 1+ y} est un filtre de t vers t’
@ {y > x} est un filtre de t’ vers t
O t=x ' =flx, s(glz a)
9 la substitution {x — f(x, s(g(z, a))) est une filtre de t vers t’

@ il n'existe pas de filtre de t’ vers t

9 t=f(g(x, y), s(2)), t' = f(g(s(b), (a, <)), s(s(b))),
o = {x s s(b), y — f(a, c), z+> s(b)} est un filtre de t vers t’




Unification

Definition (Unification)

Soient t et t’ deux termes, t et t’ s'unifient si et seulement s'il existe une substitution o telle que
o(t) = o(t’), une telle substitution s'appelle un unificateur de t et t’.

Exemples

@ t=xt =y {x—y}, {y— x} et {x+— z, y+s z} sont des unificateurs de t et t’
@ a et b ne sont pas unifiables
@ f(x, y) et g(a, x) ne sont pas unifiables

@t :.f(x, g(z, s(z))), t' = f(s(b), g(a, y)) {x — s(b), z+ a, y — s(a)} est un
unificateur de t et t

| A\

Remarques

@ deux termes dont les symboles fonctionnels de téte sont différents ne sont pas unifiables
(exemple: f(x, s(a)) et g(s(b), y) ne sont pas unifiables)

@ une variable et un terme contenant cette variable ne sont pas unifiables (exemple: x et s(x)
ne sont pas unifiables)

@ il existe des algorithmes d'unification permettant de déterminer si deux termes sont
unifiables et si c'est le cas déterminent un unificateur de ces deux termes




Soient X un ensemble de symboles de variables, F un ensemble de symbole de fonctions et R un
ensemble de symbole de relations, un atome est de la forme r(ti, ..., t,) ou

@ r est un symbole de relation d’arité n et

@ ti,...,t, sont des termes de T(F, X).

Remarques et exemples

@ dans la définition d'un atome le symbole de relation n'apparait qu'une fois (en téte de
I'atome)

@ les notions de substitution, filtrage et unification peuvent &tre aisément étendues aux atomes

@ X={x,y, z, u}, F={f, g, s, a, b, c}, R={p, q, r} (on suppose que I'arité de p
est 1 et celles de g et r sont 2)
@ p(a) est un atome
g(a, s(x)) est un atome
f(x, a)=s(y) est un atome (car = est un symbole de relation, notation infixée)
r(f(g(s(x), a), s(b)), g(s(x), c)) est un atome

r(p(a), x) n'est pas un atome car p(a) n'est pas un terme

¢ C e




Formules de la logique du premier ordre

Definition (Formules)

Soit £ un langage du premier ordre, I'ensemble des formules (de la logique du premier ordre) de £
est défini par la grammaire suivante:

Y = Atom |[YVY [YAY |Y = Y |-V |3xY |VxY

ou x parcourt I'ensemble des variables.

Remarques

@ L’ensemble des formules est le plus petit ensemble contenant les atomes et tel que si f; et
sont des formules alors f; V f, i A f, i = f, —=f;, Ix fi et Vx f; sont des formules

@ les formules peuvent &tre vues comme des arbres dont les nceuds internes sont étiquetés par
les connecteurs (V, A, = et =) ou les quantificateurs (Ix, Vx) et les feuilles par des atomes

@ pour démontrer une propriété P sur les formules il suffit de prouver P pour les atomes et de
prouver P(fi V f), P(fi A f), P(fi = f), P(=f1), P(3x fi) et P(Vx f1), en supposant que
P(f1) et P(f) sont vraies

@ un littéral est soit un atome (i.e. de la forme r(ti,. .., t,)) soit la négation d'un atome (i.e.
de la forme —r(ti, ..., t))




Convention de priorité

@ les quantificateurs 3 et V sont prioritaires par rapport aux connecteurs logiques

@ les connecteurs logiques sont par ordre de priorité décroissante : —, puis V et A et enfin =
et &

@ on fusionne les listes de quantificateurs identiques, Ix1 3xVx3VxsVxsf peut étre abrégé en
E|X1 X2VX3X4X5 f

@ fL =3Ix p(x, y)Vr(x)et h =3x(p(x, y)V r(x)) sont deux formules différentes



Exemples de formules

@ X={x, y, z}, F=0, R=A{r}
Vx r(x, x)
Vx Vy r(x, y) = r(y, x)
Vx Vy Vz r(x, y) ANr(y, z) = r(x, z)
@ arithmétique de Peano: X = {x, y, z}, F={0, s, +, x}, arité(0) = 0, arité(s) = 1,
arité(+) = 2, arité(x) = 2

(A1) : Vx =(s(x) =0)
(A2) : Vx (x=0V 3y x = s(y))
(A3) : VxVys(x)=s(y)=x=y
(As) : Vx0+x=x
(As) : Vx Vy s(x) +y =s(x+y)
(As) : Vx0xx=0

)

P VxVys(x) Xy=xXy+y




Variables libres

Soit f une formule de la logique du premier ordre, I'ensemble des variables libres de f, noté VL(f)
est défini inductivement de la fagon suivante selon la forme de la formule:
Q@ VL(r(tr,...,tn)) = V(t1)U...V(ty)si r(ti,...,ts) est un atome
@ VL(t; = tn) = V(t1) U V(t2) si t; et t sont des termes
@ VL(—f) = VL(f) si f est une formule
@ VL(A V h) = VL(f) U VL(f) si fi et f, sont des formules (de mé&me
VL(L A h) = VL(L = f) = VL(fi)) U VL(f))
@ VL(3x fi) = VL(A) \ {x} si x est une variable et f; est une formule
VL(Vx fi) = VL(fi) \ {x} si x est une variable et f; est une formule

'

Remarques et exemples

@ une variable est libre si elle posséde une occurrence qui n'est pas sous I'influence d'un
quantificateur

@ une formule f est dite close si et seulement si VL(f) =0

@ lorsqu’on applique une substitution a une formule, on substitue seulement les variables libres
de cette formule

@ f = Vx (xy=yx), VL(f) ={y}
@ g = (Vx3y (x.z=12z.y))A(x=2zz2), VL(g) = {x, z}
@ h = Vx(y=0), VL(h) = {y}

A\



Variables liées

Definition (Variable liée d'une formule)

L’ensemble des variables liées (ou muettes) VM(f) d'une formule f du premier ordre est défini
selon la forme de la formule de la facon suivante:

@ VM(r(t1,...,t,)) = 0 si r est un symbole de relation et t1, . .., t, sont des termes (i.e.
r(ti, ..., t)) est un atome), de méme VM(t; = t,) = 0

@ VM(—=f) = VM(f) si f est une formule

@ VM(f V ) = VM(fL) U VM(F) si fi et f, sont des formules, de méme
VM(fi A ) = VM = £) = VM(f) U VM(f)

@ VM(Vx f) = VM(f) U {x} si x est une variable et f une formule
@ VM(3x ) = VM(f) U {x} si x est une variable et f une formule

4

Remarques et exemples

@ les variables liées (ou muettes) sont celles qui sont sous I'influence d'un quantificateur,
Q@ f = Vx(xy=yx), VM(f)={x} g = (Vx3y (x.z=2z.y)) A (x=2z.2),

VM(g) = {x, v}
@ h = Vx (y=0), VM(h) = {x}




Formules polies

Definition (Formule polie)

Une formule f est polie si et seulement si :
@ VL(f) N VM(f) = @ (une variable n’est pas a la fois libre et liée)

@ deux occurrences d’'une méme variable liée correspondent a la méme occurence de
quantificateur

Exemples et remarques

@ Vx Ty r(x, y) V r(x, z) n'est pas une formule polie car la variable x et a la fois /ibre et liée

N

@ (Vx r(x, y)) V (x p(x, z)) n'est pas une formule polie, car il existe deux occurrences liées
de la variable x qui ne correspondent pas a la méme occurrence de quantificateur

@ on peut rendre une formule polie en renommant systématiquement les variables liées par de
nouvelles variables (i.e. des variables qui n’apparaissent nulle part ailleurs dans la
spécification)

@ il est important de mettre les formules sous forme polie, cela évite les problémes de capture
lors de I'application des substitutions

@ en mathématiques on respecte en général la premiére condition de la définition, mais la
deuxiéme est moins respectée




Application d'une substitution a une formule

Soit la formule
f=Vx p(x, y)

ona VL(f) = {y} et VM(f) = {x}
Appliquer une substitution o sur la formule f revient a appliquer o aux variables libres de f. Par
exemple :

@ si o = {y — a} on obtient o(f) = Vx p(x, a)

@ si o = {y — s(z)} on obtient o(f) = Vx p(x, s(z))

@ sio = {y — s(x)} on obtient o(f) = Vx p(x, s(x)) cette application de substitution est
fausse car on a phénomene de capture, ici I'occurence x de la variable x a été capturée par
le quantificateur Vx, elle est ainsi devenue liée alors qu’elle aurait du rester libre.

Pour pallier ce phénomeéne de capture, il est nécessaire de renommer auparavant la variable
liée x, la formule f devient donc Vx; p(x1, y) ol x1 est une nouvelle variable,
n'apparaissant pas ailleurs dans les spécifications.

On peut alors appliquer la substitution ¢ = {y +— s(x)} et I'on obtient

o(f) = Vx1 p(x1, s(x))



Formule close, cléture universelle, cldture existentielle

Definition

@ Une formule close est une formule sans variables libres.

@ Soit f une formule dont les variables libres sont x1, . .., x,. La cléture universelle de f est la
formule Vx; ...Vx, f
@ Soit f une formule dont les variables libres sont xi, . .., x,. La cléture existentielle de f est

la formule Ix; ... 3dx, f




ner une sémantique a une formule

Soit la formule
¢ = p(x, a) AJy3z p(y, z)
pour donner une sémantique a ¢ il est nécessaire de
@ dire dans quel ensemble varient les variables de ¢
@ donner une représentation des symboles de la formule : p, a

On doit donc définir la notion d'interprétation (Voir prochain cours)



