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@ Définition des formules de la logique des propositions

@ Sémantique de la logique des propositions (liens avec les fonctions
boolénnes)

@ Systemes formels du calcul des propositions
@ Atomes, littéraux, clauses



Définition des formules du calcul des propositions(1)

Definition (inductive)

Soit P un ensemble de symboles (appelés les variables propositionnelles), soit
C={V, F, =, A, V, =, <} I'ensemble des connecteurs logiques et D = {(, )
L’ensemble des formules de la logique des propositions construites sur P, noté Prop(P) est défini
inductivement par

@ labase B=PU{V, F}

@ les opérations :
(Vp € Prop(P)) (Vq € Prop(P))  —p € Prop(P) et
(p A q) € Prop(P) et
(pV q) € Prop(P) et
(p = q) € Prop(P) et
(p < q) € Prop(P)

Remarques

@ les éléments de P peuvent &tre considérés comme des faits élémentaires (dans la suite les
éléments de P prendront la valeur 0 ou 1 (sémantique))

@ Prop(P) est un ensemble de mots construits sur I'alphabet P U C U D.

@ cette définition inductive de Prop(P) permet de faire des preuves par récurrence sur
Prop(P) et de définir certains concepts par récurrence




Remarques sur la définition

Remarques

@ parfois on utilise seulement deux connecteurs — et V, les autres sont alors considérés comme
des abréviations (il y a alors moins de cas a considérer lorsque |'on fait des preuves)
9 x=-y est une abréviation pour —xVy
@ xAy pour =(—xV-y),
9 x&y pour (x= y) A (y=x) ...

@ cette définition conduit & “surparenthéser’ les formules de la logique des propositions




Définition par des grammaires

Definition

Soit P un ensemble, une formule du calcul des propositions sur P est un mot engendré par la
grammaire algébrique suivante : G = ({X}, {V, F, a, =, V, A, =, <, (, )},—, X)ou
X — V|F |a|=X [ XVX | XAX [ X=X [ X=X [(X)

ol a est un élément quelconque de P. Prop(P) est I'ensemble des formules engendrées par cette
grammaire.

Remarques

@ La grammaire donnée n'est pas “optimale”, elle est ambigué et ne tient pas compte des
priorités des différents connecteurs logiques les uns par rapport aux autres.
] Priorité des opérateurs, ordre de priorité décroissante: —, A\, V, =, &
Suppression des parenthéses autour des variables propositionnelles
((~(p)) A (q)) devient =p A q
((~(P)) V (q)) = (r) devient ~p v q =
((=p)) v ((q) = (r)) devient =p V (q = r)




P ={y, z, t, u, v}, un ensemble de variables propositionnelles

@ V € Prop(P)

@ F € Prop(P)

@ u € Prop(P)

9 X (X) = (X = X) = ((X) = X) — ((X) = (X))
— (X = X) = (X)) = (X = X) = (X = X))
— ((y = X) = (X = X)) — ((y = v) = (X = X))
—((y=u)=>X=2)—(y=uv)=(=2)
((y = u) = (y = z)) € Prop(P).

(u=t)A((zV y) = u)) = (tV u) € Prop(P)
(x=(y = 2)) = ((x = y) = (x = 2)) € Prop(P)

¢ €




Sémantique d'une formule du calcul des propositions

On définit une application [ | de Prop(P) vers {0, 1}* de la facon suivante :
oV =1
@ [F]l =0
@ [x] = x (xeP)
® [~a] = [al (a € Prop(P))
@ [aVvp] = [o] +[6] (e € Prop(P) et 3 € Prop(P))
9 [anp] = [a].[6] (a € Prop(P) et 3 € Prop(P))
9 [a= 3] = [a]=[8] (a € Prop(P) et 3 € Prop(P))
9 [a< B8] = [a]<[B] (a € Prop(P) et B € Prop(P))

Definition

On appelle valuation des variables propositionnelles une application § : P — {0, 1}

Definition (sémantique)

Soient une formule o de Prop(P) et § une valuation de P. La sémantique de la formule « sur la
valuation 8, que I'on note [«](8) (ou §(cx)) est la valeur obtenue en remplagant dans [a] chaque
variable propositionnelle x par §(x).




Exemples (sémantique d'une formule)

@ B=xAN"y
[B] est la fonction booléenne (x, y) — x.y
@ a=xV(y=2z2
@ [o] est la fonction booléenne (x, y, z) — x + (y = z)
@ soit §; tel que 61(x) =1, d1(y) =1, d1(2) =0, [«](1)
@ soit &, tel que §2(x) = 0, d2(y) =0, 52(z) = 0, [](52

=1
)=0
@ soit 03 tel que 63(x) =0, d3(y) =0, d3(z) =1, [](d3) =1



Modele, tautologie, formule contradictoire

a est une formule de Prop(P) et § : P — {0, 1} une valuation des variables propositionnelles de
P.

4§ est un modele de « si et seulement si [o](6) = 1
« est une tautologie si et seulement si pour toute valuation J, [@](6) = 1
« et (3 sont sémantiquement équivalentes si et seulement si @ < [3 est une tautologie.

« est contradictoire si et seulement si « ne possede pas de modele

€ €6 6 ¢ ¢

A un ensemble de formules de Prop(P), ¢ est un modele de A si et seulement si § est un
modeéle de chacune des formules de A, c'est a dire Voo € A [¢](d) =1

[

A un ensemble de formules de Prop(P), A est contradictoire si et seulement si A ne
posséde pas de modele, c'est a dire que V6 : P — {0, 1} Ja e A [«](6) =0




Exemple (modele)

a=xA(yVz)onala] =ftel que f(x, y, z) = x(y + 2),
Table de vérité de

x y z yVz a=xA(yVz)
1 1 1 1 1
1 1 0 1 1
1 0 1 1 1
1]0fO0 0 0
0 1 1 1 0
o[1]o0 1 0
0 0 1 1 0
0 0 0 0 0

Les modeles de « sont les valuations 61, d2 et 3 telles que
9 6i(x)=168(y)=1,0(z)=1
@ 6(x)=1,68(y)=1,d6(z)=0
@ 53(x) =1, d3(y) =0, 93(z) =1



Exemple (tautologie)

a=x=(y=x)
@ Table de vérité de a

x y y=>x x=>(y=x)
1 1 1 1
1 0 1 1
0 1 0 1
0 0 1 1

La formule o est une tautologie car toute valuation est un modéle de «.

@ Comment montrer que « est une tautologie sans construire la table de vérité de a.
Supposons qu'il existe une valuation § telle que [a](d) = 0.
Si[x = (y = x)](6) =0
onad(x)=1let[(y = x)](6) =0,
d'ott 6(x) =1letd(y)=1etd(x)=0
d’oli contradiction, ce qui montre qu'il n'existe pas de valuation ¢ telle que [a](d) = 0, «
est donc une tautologie.



Exemple (formule contradictoire)

a=xA=(y = x)

@ Table de vérité de a

x y y=2x ~ly=>x) «a
1 1 1 0 0
1 0 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 0 0

La formule « est une formule contradictoire car aucune valuation n’est un modeéle de o

@ Comment montrer que « est contradictoire sans construire la table de vérité de a.
Supposons qu'il existe une valuation § telle que [a](d) = 1.
Si[x A=(y = x)](0)=1
onad(x)=1let[~(y = x)]() =1,
d'ol §(x) = let[y = x](6) =0,
d'ot §(x) =1letd(y) =1etd(x) =0
d’olr contradiction, ce qui montre qu'il n'existe pas de valuation ¢ telle que [a](d) = 1, «
est donc contradictoire.



Exemple (modele d'un ensemble de formules)

a=x=y, B=xVzety=yVz
Table de vérité de «, 3, v

X y z X =y xVz yVz
1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1
1 0 1 0 1 1
1 0]0 0 1 0
0 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0

Les modeles de I'ensemble de formules {c, 3, ~} sont les valuations &1,82, 83 et d4 suivantes :

@ 5i(x)=1,6i(y) =1 1(2)=1



Déduction "sémantique”

Definition

Soi A un ensemble de formules de Prop(P) et a une formule de Prop(P), on dit que o se déduit
"sémantiquement” de A si et seulement si tout modele de A est un modéle de . On note

AEa

Remarque : si A = (), on note |= « au lieu de 0 |= a ( cela signifie que « est une tautologie)

Propriétés : A C Prop(P), B C Prop(P), a € Prop(P), 3 € Prop(P).
@ Si A C Balors Va € Prop(P) (si A |= « alors B |= «).

@ A |= «asi et seulement si I'ensemble A U {—«a} est contradictoire (c’est le principe du
raisonnement par contradiction).

@ AU {a} [ B siet seulement si A |= o = 3 (c’est le lemme de détachement).



me de finitude (ou compacité)

Théoreme

A C Prop(P) et a € Prop(P)
@ Forme 1: A admet un modele si et seulement si tout sous-ensemble fini de .A admet un
modele.
@ Forme 2 : « se déduit sémantiquement de A si et seulement si o se déduit sémantiquement
d'un sous-ensemble fini de A.
@ Forme 3 : A est contradictoire si et seulement si I'un de ses sous-ensembles finis est
contradictoire.

Remarque : intuitivement cela signifie que I'activité de déduction est intrinséquement finie et qu'il

est impossible de tenir compte d'une infinité d'hypothéses pour déduire une formule.



Systeme formel

Definition (Systéme formel)

Un systéme formel est un triplet (E, A, R) ol
@ E est un ensemble non vide (de formules)

@ A C E, I'ensemble des axiomes

5 a . er,...,8
@ R est un ensemble des régles de déduction de la forme %(r)
n+1

cette regle se lit : " e,41 se déduit de e; . . . e, par la regle r

onstration dans un systéme formel)

Soit (E, A, R) un systéme formel, et H un sous-ensemble de E. Une démonstration dans S avec
hypothéses dans H est une suite finie ey, . .., e, de formules de E telles que:
@ soit ¢ € A (e est un axiome)
@ soit ¢ € H (e est une hypothese)
@ soit il existe une régle de déduction r de R telle pour des indices ji, . ..

. s -
inférieurs 3 i on a ait %k—(r)
i

, Jk tous strictement

On note H ks ep, on dit que la formule e, se démontre dans le systeme formel S en utilisant les
hypotheses de H




Remarque

H ks e
si H = (), on note

FS e

aulieude ) Fs e
on dit que e est un théoreme du systeme formel S




Soit S = (E, A, R) un systeme formel, on a les résultats suivants :

@ siH C H alors H s eimplique H' ks e
la logique des systémes formels est monotone, plus on a d'hypotheéses plus on peut
démontrer de formules

@ siH Fs eet H' U{e} ks e alos H' UH" ks €

Definition (Propriétés : validité, complétude)

Soit S = (Prop(P), A, R) un systéme formel sur le calcul des propositions

@ S est un systéme formel valide si et seulement si pour tout H tel que H C Prop(P) et pour
toute formule o € Prop(P) on a :
HbEs a implique H = o
@ S est un systeme formel complet si et seulement si

pour tout H tel que H C Prop(P) et pour toute formule oo € Prop(P) on a :

Hbs o équivaut H = «




Validité d'un systeme formel

Proposition
Soit S = (Prop(P), A, R) un systéme formel du calcul des propositions, S est valide si et
seulement si :

@ les axiomes de S sont des tautologies

L2 (1) de Sona{er,... e} = en1 on dit que

@ pour chaque régle de la forme
€n+1

chaque régle est valide.

Remarque : la complétude est en général plus difficile a démontrer.



Exemple : systéme formel du calcul des propositions (Hilbert)

Soit le systeme formel S = (Prop(P), A, R) sur le calcul des propositions tel que
@ A={V, -F, a1, a, a3, as} ol
a1 =x= (y = x),
=Kx=>y=>2)=>((x=>y)=(Kx=2),
a3 =x = (-x = y),
a=x=y)=(-x=y)=y)

[0}

@ R={ +§B(modus ponens) }

Remarque : les axiomes a;, a», a3, as sont des schémas d’axiomes : on peut remplacer chaque

variable propositionnelle x, y, z, par une formule quelconque du calcul des propositions.



Exemple de démonstration

Mettons en évidence une démonstration de x = x ,

(@) (x==2)=((x=>y)=(x=2)

(A) (x = ((x = x) = x)) = ((x = (x = x)) = (x = x)) (substitution)
(21) x = (y = x),

(R) x = ((x = x) = x)

() ((x = (x = x)) = (x = x)) (modus ponens avec f et f)

(a1) x = (y = x),

(f2) x = (x = x), (substitution)

(fs) x = x (modus ponens avec f; et f3)



Validité du systeme formel de Hilbert

a1 = x = (y = x) est une tautologie :

(a1)

x y y=>x x=>(y=x)

1 1 1 1

1|0 1 1

0|1 0 1

0|0 1 1
=Kx=>y=>2)=>((x=y)=(x=2)

a = by = (o)

X y z y=z by X=y X=2z (=} a>
1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1|0 0 0 1 0 0 1
1 0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 1 0 0 1 1
0|1 1 1 1 1 1 1 1
0[1]O0 0 1 1 1 1 1
0|01 1 1 1 1 1 1
0|0]O 1 1 1 1 1 1

(a2) est une tautologie



Preuve de la validité du systeme formel (de Hilbert)

aa=x=(-x=y)
a=(x=y)=>((-x=y)=y)
sont des tautologies (a démontrer)

Le modus ponens est une régle valide

o, o= sz
%(modus ponens) , on doit démontrer que

{o, o= B} =8
a B a=p p
1 1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1




Définition d'un atome, d'une clause

Definition

Soit P un ensemble de variables propositionnelles, un atome (ou littéral) construit sur P et soit
une variable propositionnelle, soit une négation de variable propositionnelle.

v

Soit P = {p, q, r, s} un ensemble de variables propositionnelles,

@ —p, g, —r, s sont des atomes construits sur P
@ g, s sont des atomes positifs

@ —p et —r sont des atomes négatifs.

Definition

| A\

Soit P un ensemble de variables propositionnelles, une clause sur P est une formule de Prop(P) de
la forme
aV...VaeV a1 V...V Dag,

ol les a; sont des éléments tous distincts de P. On note CL(P) I'ensemble des clauses sur P.

N

a V —a ( sémantiquement égale a la formule V) n'est pas une clause




Clause vide, relation de subsomption

Suivant la notation on peut noter la clause ¢ sous la forme suivante :

@ Définition: c=a1 V...V arV -ag V...V -ag,
@ Formes implicatives :
ec=(a1V...Vak) < (a1 A ... A aksr)
o C:(ak+1/\.../\ak+,):>(31\/...\/3k)
@ Forme ensembliste :
c=({ar, - a}t, {aksrs -+, akir}) = (¢, ¢7)

Si k =0 et r =0 la clause n'a pas d'atomes (sous forme implicative : conjonction vide "implique”
disjonction vide, donc 1 = 0, c’est a dire F), on la note .

| \

Definition (Subsomption)

Soient deux clauses c et ¢’ définies sur P, on dit que ¢ subsume ¢’ si et seulement si une des deux
conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

@ (condition syntaxique) : tout littéral de c apparait dans ¢’

@ (condition sémantique) : {c} |= ¢’ (i.e. pour toute valuation & des variables de P,
[c](8) = 1 implique [c"](5) = 1)




Exemples et remarques

@ c = pVvgV-tsubsumec = pVvVgVrV-asV -t

@ pour toute clause c, la clause vide [J subsume ¢

@ sil'on pose ¢ > ¢’ si et seulement ¢ subsume c’, > est une relation d'ordre partiel sur les

clauses

@ [J est le plus grand élément pour cette relation

@ Il n'y a pas de plus petit élément pour cette relation.
Si P est fini tel que card(P) = n les éléments minimaux sont les clauses comportant
n littéraux.

Si P est infini il n'existe pas d'éléments minimaux



Forme clausale d'une formule

Soit o une formule de Prop(P), o est (sémantiquement) équivalente a une formule 3 de la forme
B =c A...Ac,oules ¢ sont des clauses.

Démonstration

| A\

La forme clausale d'une formule de Prop(P) correspond a la forme canonique conjonctive

disjonctive des fonctions boolénnees f(x1, ..., %) = H (xa +.. X7

(€15+--,€n)E€Sn(F)
Si I'on remplace + par V, . par A ( [] par A), on obtient la forme clausale /\ \/ aj, j

Definition

.
\

Mettre une formule o sous forme clausale c’est trouver un ensemble de clauses C(«) dont la
conjonction est équivalente a la formule c.

\




Exemple de formules sous forme clausale

@ a=p=>qgonaa=-pVgdou Cla)={-pVqg}

@ a=pA=g onal(a)={p, q}

@ a=psgqga=(p=>q9A(qg=p)
a=(-pVq)A(=qVp), dot C(a)={-pVaq, ~qVp}

@ a=(pA(g=r))=s,

(PA(=gVr)=s

“(pA(mgVr) Vs

(mpV =(=qVr)) Vs

(=pV(gA=r) Vs

((=pV @) A(=pV-r))Vs

(=pVqgVs)A(mpV-rVs)

Cla)={-pVqgVs, =pV-rVs}



Proposition
Soient « et (3 deux formules de Prop(P), soient C(«) et C(/3) les ensembles de clauses associées
respectivement a « et (3, on a :
@ ClanB)=C(a)uc(p)
@ Clavp)=Cla)®C(B)out ERE'={cvc;c€cEetc €E'}
(E ® E’ est I'ensemble des clauses obtenues a partir des clauses de E et E’ en effectuant
des disjonctions, on élimine les formules contenant un atome et la négation de cet atome,
car ces formules ne sont pas des clauses)

Démonstration

Soit C(a) = {c1,...,cm} et C(B) = {d1,...,dn}, ona
a<saN...NcpetB <& diA... Ad,, donc

| A\

@ aABESaA...ANcmnAdiA...N\d,
ClanpB)={ca, ..., cm, di, ...,dn} = C(a) U C(B)
@avpe(aA...Acn) V(L A... Ndy)
en appliquant la distributivité de Vv par rapport a A
(aVd)A...A(caVd)A...AN(cmn Vdi)A...A(cmV dn)




Remarques

Ensemble vide de clauses et clause vide

Chaque formule o de Prop(P) est équivalente a la conjonction d’un ensemble de clauses
Cla) ={ct,...,cn}

assalN.. N6

@ la formule V est équivalente a I'ensemble vide de clauses () (car une conjonction vide est
équivalente a V I'élément neutre de A)

@ la formule F est la clause [, elle est donc équivalente a I'ensemble {{J}
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