
ESIAL 1 — Module Mathématiques appliquées discrètes
Logique des propositions : clause, forme clausale, résolution, système formel, démonstration

Exercice 1

Soit P un ensemble de variables propositionnelles, on rappelle qu’une clause définie sur P est une formule de
la forme a1 ∨ . . . ak ∨ ¬ak+1 ∨ ¬ak+r où les ai pour i ∈ [1, k + r] sont des variables propositionnelles deux à
deux distinctes et k ∈ N et r ∈ N.

1. Que pouvez vous dire sémantiquement de la formule a ∨ F pour a ∈ P , en déduire la sémantique de la
clause vide notée � obtenue dans la définition en prenant k = r = 0.

2. On rappelle qu’une formule de Prop(P ) peut s’écrire sous forme clausale c’est-à-dire sous forme d’une
conjonction de clauses. La forme clausale pour les formules de Prop(P ) correspond à la forme conjonctive

disjonctive des fonctions booléennes (deuxième forme de Lagrange). La forme clausale est donc
∧

i∈I

ci, où

ci sont des clauses.

Que peut peut-on dire sémantiquement d’une formule de la forme f ∧V où f est une formule quelconque

de Prop(P ) ? En déduire la sémantique de
∧

i∈I

ci si I = ∅ et la conséquence de ce résultat.

Exercice 2

Mettre les formules suivantes sous forme clausale, (conjonction de clauses) et sous forme d’ensemble de clauses,
dire de combien de clauses elles sont composées :

f1 = p ⇒ q,
f2 = ¬(p ⇒ q),
f3 = p ⇒ (q ∨ r),
f4 = (p ∧ q) ∨ r,
f5 = (p ⇒ q) ∧ (q ⇒ r),
f6 = (p ∧ r) ⇒ q ,
f7 = ¬(p ⇒ q) ∨ ¬(q ⇒ r),
f8 = p ⇔ q

f9 = p ⇒ p ∨ q

Indications : éliminer le connecteur ⇒ en remplaçant la formule p ⇒ q par la formule équivalente ¬p ∨ q

et utiliser les propriétés faisant intervenir les connecteurs ¬, ∧ et ∨.

Exercice 3

Soit P un ensemble de variables propositionnelles et C(P ) l’ensemble des clauses construites sur P . On considère
le système formel (C(P ), ∅, R) où

R = {
c1 ∨ a ∨ c2, c3 ∨ ¬a ∨ c4

c1 ∨ c2 ∨ c3 ∨ c4

(resolution) }

et c1, c2, c3, c4 sont des clauses et a est une variable propositionnelle.
On appelle réfutation dans un ensemble H ⊂ C(P ) une démonstration (fi)1≤i≤n avec hypothèses dans H

dont la dernière clause fi est la clause vide, on parle aussi de réfutation de H.
On considère l’ensemble P = {a, b, c, d, e, f} de variable propositionnelles. Donner des réfutations des

ensembles suivants :

1. C1 = {¬a ∨ ¬b ∨ c, a, ¬c, b}

2. C2 = {¬a ∨ ¬b ∨ c, ¬a ∨ b, a, ¬c}

3. C3 = {¬a ∨ ¬b, ¬c ∨ a, c, ¬d ∨ b, d ∨ b}

4. C4 = {¬a ∨ ¬b ∨ c ∨ d, ¬c ∨ ¬e ∨ ¬f, ¬a ∨ ¬d, b ∨ c, a ∨ c, ¬c ∨ e, ¬c ∨ f}

Exercice 4

Soit {a1, a2, . . . , an} un ensemble de n variables propositionnelles, quel est le nombre de clauses différentes que
l’on peut construire sachant qu’une variable propositionnelle n’apparâıt pas plus d’une fois dans une clause.
Ecrire toutes les clauses obtenues pour n = 2.

Exercice 5

On considère l’ensemble C constitué des quatre clauses suivantes : c1 = ¬a∨¬b∨ c, c2 = ¬b∨¬c, c3 = ¬a∨ b,
c4 = a.

1. Donner une réfutation de C.

2. Montrer que des clauses c1 et c3 on peut déduire c5 = ¬a ∨ c, mais que l’ensemble {c2, c4, c5} n’est pas
réfutable. Que pouvez-vous conclure ?
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Exercice 6

On considère le système formel S suivant sur le calcul des propositions1(système formel dû à Hilbert) :
S = (Prop(P ), A, R) tel que
– A = {V , ¬F , a1, a2, a3, a4} où

a1 = x ⇒ (y ⇒ x),
a2 = (x ⇒ (y ⇒ z)) ⇒ ((x ⇒ y) ⇒ (x ⇒ z)),
a3 = x ⇒ (¬x ⇒ y),
a4 = (x ⇒ y) ⇒ ((¬x ⇒ y) ⇒ y)

– R = {
α, α ⇒ β

β
(modus ponens),

α

σ(α)
(substitution) }, où dans la règle de substitution α est

un axiome et σ est une substitution remplaçant respectivement les variables x, y et z par des formules
quelconques γ1, γ2 et γ3.

1. Montrer que le système S est valide.

2. Donner une démonstration de la formule x ⇒ x.

3. Montrer que A ∪ {α} ⊢S β si et seulement si A ⊢S α ⇒ β (cette propriété est parfois appelée lemme de
détachement).

1Exercice tiré du livre MATHÉMATIQUES DISCRÈTES. Automates, langages, logique et décidabilité. Pierre Marchand.

DUNOD.

2


