
ESIAL 1 — Module Mathématiques appliquées discrètes
Théorie des langages : minimisation des automates

Introduction

L’objectif de ce TD est de montrer qu’à tout langage régulier on peut associer un automate déterministe,
canonique, unique (à un isomorphisme près), qu’on appelle automate minimal du langage.

Pour établir ce résultat nous considérons les quotients des langages par les mots.
Nous montrons ensuite un algorithme permettant de calculer cet automate minimal.

1 L’automate des quotients d’un langage

Dans toute la suite nous supposerons que les automates déterministes considérés n’ont pas d’états inacces-
sibles, on peut facilement se ramener à ce cas en éliminant les états inaccessibles d’un automate, A désigne un
alphabet, P(A∗) est l’ensemble des langages défini sur A, α est un mot de A∗ et X un langage c’est-à-dire un
élément de P(A∗)

Définition 1.1 (Quotient gauche d’un langage par un mot) On pose α−1X = {β, β ∈ A∗ et αβ ∈ X},
α−1X est l’ensemble des mots qui complétent à droite α en des mots de X. α−1X est le quotient gauche de
X par α. α−1X est aussi parfois appelé l’ensemble des contextes à droite du mot α.

Question 1
Montrer que (∀α ∈ A∗) (∀X ⊆ A∗) (ε ∈ α−1X ⇔ α ∈ X)
Question 2
Montrer que (∀α ∈ A∗) (∀β ∈ A∗) (∀X ⊆ A∗) (αβ)−1X = β−1(α−1X)

Définition 1.2 (Ensemble des quotients) Soit L un langage de A∗, QL = {α−1L, α ∈ A∗} s’appelle
l’ensemble des quotients de L.

QL est un ensemble de langages donc un ensemble d’ensembles.

Question 3
Montrer que pour tout langage L, L ∈ QL.
Question 4
Application : soit l’alphabet A = {a, b} et L = a∗ba∗, déterminer QL l’ensemble des quotients de L.

Définition 1.3 (Automate des quotients) Soit L un langage de A∗ tel que QL soit un ensemble fini, l’au-
tomate AL = (A, QL, L, δL, TL) tel que

– δL(α−1L, a) = (αa)−1L
– TL = {α−1L, ε ∈ α−1L} = {α−1L, α ∈ L}

est appelé automate des quotients de L. Cet automate AL est aussi appelé l’automate syntaxique de L.

Question 5
Montrer que dans la définition , la fonction δ est bien définie c’est-à-dire ne dépend pas des mots α.
Question 6
Montrer L(AL) = L, c’est-à-dire que le langage reconnu par AL est L. Indication : utiliser la remarque 1.1
suivante.
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Remarque 1.1 Etant donné un automate déterministe A = (A, Q, q0, δ, T ), on rappelle que δ : Q×A → Q,
peut se prolonger en une application δ∗ : Q × A∗ → Q, que l’on note aussi δ dans la suite de l’exposé.

De plus on a les propriétés suivantes :
– (∀q ∈ Q) (∀α ∈ A∗) (∀β ∈ A∗) δ(q, αβ) = δ(δ(q, α), β)
– α ∈ L(A) ⇔ δ(q0, α) ∈ T

Question 7
Application : déterminer l’automate AL correspondant au langage L = a∗ba∗.

Lemme 1.1 Soient A = (A, Q, q0, δ, T ) un automate déterministe complet (et accessible) et L = L(A) le
langage qu’il reconnâıt. Pour tout q ∈ Q, on note Lq l’ensemble des mots qui envoient q dans un état final :
Lq = {α, α ∈ A∗ et δ(q, α) ∈ T }.

On a les propriétés suivantes :

1. (∀α ∈ A∗) (∀p ∈ Q) (∀q ∈ Q) δ(p, α) = q ⇒ Lq = α−1Lp.

2. (∀α ∈ A∗) (∀q ∈ Q) δ(q0, α) = q ⇒ Lq = α−1L

Question 8
Démontrer le lemme 1.1.

L’étape suivante consiste à montrer que l’automate des quotients d’un langage est l’automate minimal, la
proposition suivante établit ce résultat.

Théorème 1.1 Soient L un langage et A = (A, Q, q0, δ, T ) un automate déterministe reconnaissant le
langage L. Soit AL = (A, QL, L, δL, TL) l’automate des quotients de L. Il existe une application ϕ : Q → QL

telle que :

1. ϕ(q0) = L

2. (∀q ∈ Q) (∀a ∈ A) ϕ(δ(q, a)) = δL(ϕ(q), a)

3. (∀q ∈ T ) ϕ(q) ∈ TQ

et ϕ est surjective si A est complet.
L’automate AL des quotients de L est appelé l’automate minimal de L.

Question 9
Soit q ∈ Q et soit α ∈ A∗ tel que δ(q0, α) = q (un tel α existe car par hypothèse tous les états de l’ensemble Q
sont accessibles de l’état initial q0), on pose alors ϕ(q) = α−1L.

Démontrer le théorème 1.1 en répondant aux questions suivantes.

1. Montrer que la définition de ϕ ne dépend pas du mot α, c’est-à-dire que si δ(q0, α) = δ(q0, β) alors
α−1L = β−1L.

2. Montrer les trois propriétés de ϕ décrites dans le théorème 1.1.

3. Montrer que ϕ est surjective.

Corollaire 1.1 Un langage L est régulier si et si l’ensemble QL des quotients est fini.

Démonstration. Si L est régulier alors il existe un automate fini A (Q étant l’ensemble de ses états)
reconnaissant L, d’après la proposition comme ϕ est une surjection de Q vers QL, QL est fini.

Réciproquement si QL est fini, AL est un automate fini qui reconnâıt L donc L est régulier.
Ce corollaire est un moyen de caractériser les langages réguliers.

Question 10
Soit le langage L = {aibi, i ∈ N}. Montrer que QL est infini et en déduire que L n’est pas un langage régulier.
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2 Calcul de l’automate minimal

Nous allons maintenant donner un moyen effectif de calculer l’automate minimal d’un langage régulier à
partir d’un automate quelconque reconnaissant ce langage, c’est ce qu’on appelle la minimisation.

Définition 2.1 (Equivalence de Nerode) Soit A = (A, Q, , q0, δ, T ) un automate déterministe. On ap-
pelle équivalence de Nerode la relation ∼ définie sur Q par

p ∼ q ⇔ Lp = Lq

Question 11
Montrer que ∼ est une relation d’équivalence.

Question 12
Montrer que pour tout état p et q on a

1. p ∼ q ⇒ (∀α ∈ A∗) δ(p, α) ∼ δ(q, α)

2. p ∼ q ⇒ (p ∈ T ⇔ q ∈ T )

Définition 2.2 On définit un nouvel automate déterministe A/∼ = (A, Q/∼, [q0]∼, δ∼, T/∼) tel que
– Q/∼ est l’ensemble quotient de Q par la relation d’équivalence ∼, c’est-à-dire l’ensemble des classes

d’équivalence par la relation d’équivalence ∼
– [q0]∼ est la classe d’équivalence de q0

– δ∼ est la fonction de transition définie par δ∼([p]∼, a) = [q]∼ ⇔ δ(p, a) = q
– T/∼ est l’ensemble quotient de T par ∼

Question 13
Montrer que la définition de δ∼ est valide c’est-à-dire ne dépend pas du choix des représentants p et q des
classes d’équivalence.

Question 14
Montrer que l’application ϕ du théorème 1.1 est une bijection de Q/∼ vers QL.

Proposition 2.1 L’automate A/∼ = (A, Q/∼, [q0]∼, δ∼, T/∼) est calculable à partir de l’automate A =
(A, Q, q0, δ, T )

Algorithme : On définit une suite P0, P1, . . . de partitions embôıtées de Q de la façon suivante :
– Initialisation : la partition initiale P0 comporte deux ensembles Q \ T et T .
– Itération : on définit Pk+1 à partir de Pk, par la relation suivante :

p ∼k+1 q ⇔ p ∼k q et (∀a ∈ A) δ(p, a) ∼k δ(q, a)

Comme Q est fini il n’y a qu’une suite finie de partitions possibles, le processus s’arrête lorsque Pk = Pk+1. A
l’arrêt du processus on peut montrer que Lp = Lq pour tout couple d’états p et q tels que p ∼k q.

L’état initial de l’automate obtenu est la classe d’équivalence de q0. Les états terminaux de l’automate
obtenu sont les classes d’équivalence des éléments de T .

Question 15
On considère l’automate A = (A, Q, 0, δ, T ) tel que A = {a, b}, Q = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14},

T = {1, 2, 6, 7, 9, 10, 12} et δ est donnée figure 1.

δ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

a 3 2 8 4 13 0 5 11 0 6 7 3 2 4 3
b 6 13 6 7 2 10 7 2 1 4 13 12 0 7 10

Fig. 1 – Table de transition de A

1. Eliminer les états inaccessibles de A.

2. Déterminer l’automate minimal équivalent à l’automate trouvé dans la question précédente, donner sa
table de transition et dessiner son diagramme sagittal.
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