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Cours esial 1a / mathématiques proba / fiche n03 4

Chardon Marion L/ _..i %“f“ _!j

FICHE N3 :
Variables aléatoires
continues

) Définitions

varéelle : X: Q-> IR
fonction de répartition : Fy : R -> [0;1] : Fy(x) = P(X = X).

propriétes :
Fx croissante

lim Fylx)=1|et| lim F,(x)=0

Fy continue a droite avec des lim a gauche.

La loi de X est donnee par caractérisée par la famille {Fy(x), X € [R} :
1) si Fy est constante par morceaux, X est une va discrete
2) si Fy est continue, X est une va continue

3| Fix)= [ Fle).a , X est absolument continue , et admet f pour densité

4) si X admet f pour densité, alors f caractérise la loi de X et quelque soit A = IR,
P(Xcd)=[ fle).at|

propriétes :
i:R >R positive et .['Rf“_-]_dle :

II) Lois usuelles
@ Loi uniforme X ~ U([a,b]) :

densité : | 7(x|= _al[a_!:-]l:x:l

Utilisation : seule va disponible sur ordinateur
E[X] = (a+b)/2 et V(X) = (b-a)%/12

@ Loi exponentielle X ~e(A)A>0:

densité : fx.;x]:,x_g“'xln (x)

Utilisation : intervalle de temps entre l'arrivée de 2 clients dans une boutique ou 2
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utilisateurs sur internet
E[X]=1/A et V(X) = 1/A2

@ Loi gaussienne X ~ N(u,02?) :

x—ul

densité : .. e *7 |(pas de primitive de cette chose...)

fA". .'X.'J:—ﬁ
Yo TT (T

Utilisation : modélise des systémes complexes dépendant de nombreux petit facteurs
indépendants.

loi gaussienne standard : X ~ N(0,1)

danscecas:E[X]=0etV(X)=1

lIl) Espérance et variance

Espérance E : (valeur moyenne de X)

soit ¢ : R >R

E[npiX]]=f wlx). fylx) dac| (silint converge)
R

E[X]=[ xfx(x).dk

E[Z; X:]ZEE[X:]
si X et Y indépendants et ¢, ¢ : IR -> R E[o.X).w(Y)]=E[6(X)].E[w(Y)]

Variance V :
ViX]=_f (x—m) flx) e (avec m=E[X])

7

V(aX + b) = a2 V(X)

) )
Vi Z X, = E VIX,)|si X indépendants.
il il

critére : soit X une va telle que pour tout ¢ = Cb([R) (fonctions continues et bornées), si

E[q:}[X]]zf wlx). felx)

R

alors X est une va absolument continue , admettant f comme densité

(On se sert de ce critere pour les changements de variables. Attention aux bornes
d'intégration. On trouve ainsi la densite)

si X~ N(0,1) et Y = m+ o X, avec m réel, ¢ # de zéro, alors Y ~ N(m,c?)

> si X ~ N(u,0?), alors E[Y]=p et V(Y)=02

IVV) Vecteurs aléatoires

X vecteur aléatoire :
fonction de répartition  de X est définie par x=(x,....X4) € [Rd. Fy(X) =P(X; =Xq, 0y Xy =
Xg)

d

X absolument continu  s'il existe f/| p_ )= J' J' Felyes ey dvy . dy,

soit f, la densite de X, alors la va X; a pour densité f . définie par :
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fxlx)= _[ FrlVi Vi X0 ¥ Yalodyy o dy, o dy; o dyy
Rd—:

o
les coordonnees X, ,...,.X ; de X sont indépendantes si | f ;(x;, ..., x)=[1 Fx) ]
il

V) Convergence de variables aléatoires (discretes et continues)

(X{5-X,,) est un n-eéchantillon  si les va X; sont iid (indép. et identiquement distribuées)

Fl

moyenne asymptotique des X; (du n-échantillon) : Xn=lz X,
il

soit (Y,...,Y,,) suite de va, Y converge presque surement vers une va Y si
pour tout w = Qona:

lim ¥l |=F ()
R—a

loi des grands nombres | X,— m|quand n—+ = presquesiirement ) | (avec m = E[X.D

>ie : pour tout w € Q, X, lw)—=m quand n—+=)|

vitesse de convergence : E[X;]=m, V(X;)=02, alors E[X ] = m et

Fi Xﬂ]=i—rﬂigmwd n—w) |
"

théoreme du contrdle de la limite  : E[X;]=m, V(X;)=0?, alors

NalX,—m) avec Z ~ N(0,1)

—Z | guand n—w)
r

> sion pose 5 _* nl X,—m)  alors pour tout x réel :
" r
P(Z,, =x) -> P(Z = x) (convergence simple d'une suite de fonction)

(pour calculer P(sum X; = a), on transforme pour trouver la forme précedente, et on
retrombe sur une forme gaussienne standard).

Retour

| i »
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